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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XIV-a, Baia Mare, 24 noiembrie 2018
CLASA a X-a
Subiectul 1.

Fie n un numar natural, n > 3 si n numere complexe nenule si distincte z, , k = 1,_n, care verifica
relatiile |z — z;| = |z|, pentruoricek = 1,n,undez =z, + 2z, + -+ 2, .
a) Demonstratica z=0.
b) Dacan = 3si|z,| = |z,| = |z3|, aratati ca z,, z,, z3 sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral.

Subiectul 2.
Rezolvati in R X R X R sistemul
x2+log,x =y
y2+log,y=z
z2 +log,z=x

Subiectul 3.
Rezolvati in R ecuatia:

3Vx2 + 1+ 6y/x2 4+ 4 +8Vx2 +9 = 3/x% + 25 + 6:/x2 + 16.

Subiectul 4.
a) Aratati ca dacd g: X = Y este o functie injectiva, atunci pentru orice submultimi nevide X;, X, ale

lui X are loc egalitatea g(X; \ X;) = g(X;) \ g(X>) .
( Prin definitie, g(Z) = {g (2) | Z€Z }, pentru orice submultime Z a lui X.)

b) Demonstrati cd nu exista functii f: N — N care au proprietatea ca f(f(n)) = n + 2019 pentru
orice n numar natural.

Nota:

1) Timp de lucru 3h.
2) Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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Barem
Subiectul 1.

Fie n un numar natural, n = 3 si n numere complexe nenule si distincte z, , k = 1,n, care verifica
relatiile |z — z,| = |z|, pentruoricek =1,n,undez =2, +z, + -+ z, .
a) Demonstratica z=0.

b) Dacan = 3si|z;| = |z,| = |z3], aratati ca z,, z,, z5 sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral.
Solutie.
A|z—z? =z’ S 1212 =z Zr—Z zi + |zkl?> = |Zk|? oo 1p

Insumand aceste relatii pentru k de la 1 la n obtinem
nlzl—-z-(Z1+2++z2,) -z (z;+z,++2z,) =0 n|z|?-2|z]? =0 = z =0............. 3p
b) |z,| = |z,| = |z3| de unde rezulta ca O este centrul cercului circumscris triunghiului de afixe z;, z,, z3.

Din a) rezulta ca z; + z, + z3 = 0 si deci H = O de unde rezulta ca triunghiul este echilateral. .......... 3p

Subiectul 2. Rezolvati in R X R X R sistemul
x2+log,x =y
y2+log,y =z
z?2 +logy,z=x
Solutie.

Avem x,y,z > 0

Presupunem ci x < y. Atunci x? +log, x < y? +log,y=>y<z=>y?+log,y<z?+log,z=>z<x
Decix<y<z<xadicaix=y=z.

La fel dacd presupunem ca x = Yy ObtINEM X = J = Z . .iooiiiiiiiiiiii e 4p
Rimane si rezolvim ecatia x? + log, x = x < x2 + log, x2 = x + log, x

Consideram functia f: (0,0) = R, f(x) = x + log, x , feste strict crescatoare si deci injectiva.

Ecuatia devine f(x) = f(x?) ©® x=x2 S x=1.DECIX =Y =2Z=1 oo, 3p

Subiectul 3.
Rezolvati in R ecuatia:

3VxZ+ 1+ 6yx2 +4+8Jx2+9 =3/x2 + 25+ 6x% + 16.

Solutie.

3(Jx2+25—Jx2+1)+6(Jx2+16—dx2+4)=8Jx2+9<=>
24 12
3. +6-
VxZ +25+Vx2 +1 VxZ +16 +Vx2 + 4

k k =+x2+9

+
Va2 +25+Vx2+1 Vx2+16+Vx2+4

=8J/x?2+9
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9 9 9 9
<—-+-=3siVx2+92>3

Dar + <
Vx2+25+Vx2+1 Vx2+16+Vx2+4 6 6
Deci egalitatea are loc daca ambii membri sunt 3 si deci x = 0 verifica egalitatea.

Subiectul 4.
a) Aratati ca daca g: X — Y este o functie injectiva, atunci pentru orice submultimi nevide X;, X, ale

lui X are loc egalitatea g(X; \ X3) = g(X;) \ g(X2) .
( Prin definitie, g(2) = {g(2) | z € Z}, pentru orice submultime Z a lui X.)

b) Demonstrati cd nu exista functii f: N — N care au proprietatea ca f(f(n)) = n + 2019 pentru
orice n numar natural.

Solutie.

a) Fiey € g(X; \ X2). Atunci exista x € X; \ X, astfel ca g(x) = y.
x€eEX sixg X, >y € glXy)

Dacay € g(X,) atunciy = g(z),z € X, dar g(x) = y si g este injectiva = z = x fals ............. 2p
Deci g(X1\ X2) € 9(X1) \ g(X2).

Daciy € g(X) )\ gX) =y€egX)siye gX,) 2y =9x),x EX;\ Xg coeveviivieniniinenannn, 2p
b) Presupunem ca exista o astfel de functie. Daca f(n) = f(m) =

f(FM) = f(f(M)) = n+ 2019 = m + 2019 = n = m deci f este iNjeCtivi ... ..ovvrvrrrrrerrrrernnne. 1p

Consideram multimea A = N\ f(N) si B = f(N) \ f(F(N)).
Din a) avem cd f(A) = B si cum f este injectiva A si B au acelasi numar de elemente.
AUB =N\ f(f(N) si F(F(N)) ={2019,2020, ...} = AUB ={0,1.2, ...,2018}
ANB =0, card(AUB) = 2019 contradictie cu faptul ca A si B au acelasi numar de elemente ......2p
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